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L'objectif de cette partie est de répondre à la problématique suivante

: comment, à partir d'informations (couple moyenne-écart-type ou

proportion) connues sur une population, peut-on prévoir celles d'un

échantillon ?

Nous distinguerons deux cas : celui où l'on étudie une moyenne dans

un échantillon et celui où l'on étudie une proportion dans un

échantillon.

Echantillonnage

Étude de la moyenne et la proportion d'un échantillon
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Étude de la moyenne d'un échantillon

On dispose d'une population sur laquelle est définie une variable aléatoire X dont on connaît 

l'espérance (ou la moyenne      ) m et l'écart-type    .

moyenne  connue

Ecart-type  connu

Population

1  
2   3   4     i

Ehantillions detaille n

 
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On s'intéresse aux échantillons de taille n. Auront-ils tous la même moyenne ? Non, certains 

peuvent être constitués d'éléments atypiques et avoir une moyenne très différente de celle de la 

population (surtout si l'échantillon est de petite taille).

Notons           la variable aléatoire qui, à chaque échantillon de taille n, associe sa moyenne ( 

s'appelle encore la distribution des moyennes des échantillons). 

X X

Que peut-on dire de cette variable aléatoire X ?

soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale sur la population

avec E(X)= On prélève au hasard, un échantillon  de taille  de moyenne

    Théorème Central Limite - Version 2 - (Version forte)

n   .

Alors la variable aléatoire  suit également une loi normale :

~ ( ; )

X

X

X N
n



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soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale sur la population

avec E(X)=  et ( ) ,On prélève au hasard, un échantillon  de taille 

    Théorème Central Limite - Version 2 - (Version forte)

x n  = , avec n 30

 de moyenne  .

Alors la variable aléatoire  suit approximativement une loi normale :

~ ( ; )

X

X

X N
n






2

•X  v.a  continue,  suit  la  loi  normale  de  paramètres   m  et  σ,

notée  N(m;σ),  si  sa  densité  de  probabilité  est:  

1 1 x
f(x)  exp( )

2 σσ 2π

•Espérance    E(X) . 

  Ecart  type   σ(X) σ





− 
= −  

 

=

=
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x

•Fonction  de   répartition   F(x) f(t)dt.

•La  représentation  graphique  de  sa  densité  est

 une  courbe  en  cloche   (ou  courbe  de  Gauss).

−

= 







 + +
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il ne faut pas confondre l'écart-type de la variable aléatoire  (qui est définie sur l'ensemble

des échantillons possibles de taille ) avec l'écart-type d'un échantillon prélevé. L'écart-type 

de l'

X
n

n



échantillon prélevé n'interviendra pas dans nos calculs dans cette partie. Pour éviter cette

 confusion, la quantité est appelée par fois "  "erreur type
n



Exemple :

Les statistiques des notes obtenues en mathématiques au BAC Sc Math pour l'année 2006 sont :

Moyenne nationale: 10,44

Écart-type : 1,4





=

=

Une classe filière de l’Economie comporte 200 étudiants dont 35 élèves en 2006/2007 issus 

d'un Bac Sc Math en 2006.

Calculer la probabilité que la moyenne de cette classe soit supérieure à 10.

Dans ce cas là on ne conanit pas la loi sur la population, mais l'effectif n de l'échantillon est 

supérieur à 30.

Nous allons donc pouvoir utiliser le T.C.L. 2. Notons X la variable aléatoire qui, à tout 

échantillon de taille n = 35, fait correspondre sa moyenne.
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1,46
Dans ce cas là on a ~ ( ; ) (10,44; )

35
X N N

n


 =

10,44
Poson T ,  ainsi T ~ (0;1);( )

1, 46

35

X
N loi normalecentréeet réduite

−
=

10,44 10 10,44
( 10)

1,46 1,46

35 35

( 1,78)

( 1,78)

(1,78)

X
P X P

P T

P T

 
 − −

 =  
 
 
 

=  −

= 
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Et par lecture directe de la table de la loi normale centrée-réduite :

Π(1,78) = 0,9625

Conclusion : il y a environ 96% de chance que, dans cette classe, la moyenne des notes 

au baccalauréat de Mathématiques soit supérieure à 10.
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Étude d'une proportion dans un échantillon

Cette fois-ci, on dispose d'une population sur laquelle on étudie un caractère (ou attribut) A dont 

on connaît la proportion p dans la population.

Proportion  connue de caratère p A

Population

1  p
2  p

3  p 4  p   ip

Ehantillions detaille n
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On s'intéresse aux échantillons de taille n. La proportion du caractère A dans les

échantillons sera-t-elle toujours la même ?

Evidemment non, cette proportion varie en fonction de l'échantillon choisi. Notons F

la variable aléatoire qui, à chaque échantillon de taille n, associe sa proportion du caractère A

(F s'appelle distribution des fréquence des échantillons).

Que peut-on dire de cette variable aléatoire F ?
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Theoreme

Soit une population sur laquelle on etudie un caractere  repandu avec une frequence .

On preleve, au hasard, un echantillon de taille n av

                                            Théorème 

A p

ec n 30.

On note  la frequence du caractere  dans l'echantillon.

Alors la variable aleatoire  suit approximativement une loi normale :

(1 )
~ ;

F A

F

p p
F N p

n



 −
  
 

Exemple :

Une élection a eu lieu et un candidat a eu 40 % des voix. On prélève un échantillon de 100

bulletins de vote.

Quelle est la probabilité que, dans l'échantillon, le candidat ait entre 35 %

et 45 % des voix ?
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On a n = 100 et p = 0,4. La variable aléatoire F correspondant à la fréquence des votes pour

le candidat dans l'échantillon vérifie donc :

0,4 0,6 0,24
~ 0,4; 0,4;

100 10
F N N

   
=      

   

0, 4
oit unePosons ainsi ~ (0;1). On obtenons alors par centrage et réduction:

0, 24

10

(0,35 0, 45) ( 1,02 1,02) 2 (1,02) 1.

Par une lecture directe de la table de la loi normale centrée-réduite

on

F
T T N

P F P F

−
=

  = −   =  −

 trouve que (1,02) 0.8461.D'où (0,35 0, 45) 0,6922P F =   =

Il y a donc environ 69 % de chance que, dans un échantillon de taille n = 100, le 

candidat ait entre 35 % et 45 % des voix.
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On constate que l'on dispose des informations sur la population (ici, l'ensemble

des votes) parce que l'élection a déjà eu lieu. On en déduit des informations

sur l'échantillon. Mais, dans la pratique, c'est souvent le phénomène

réciproque que nous étudierons : les élections n'ont pas encore eu lieu et on

voudrait retrouver les informations sur la population grâce un sondage

réalisé sur un échantillon.

D'où la deuxième partie de ce chapitre consacrée à l'estimation.
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Estimation
L'objectif de cette partie est de savoir comment, à partir d'informations (couple

moyenne/écart-type ou proportion) calculées sur un échantillon, retrouver ou

plutôt estimer celles d'une population entière ? L'estimation est le problème

inverse de l'échantillonnage.

Pour passer à la phase estimative il faut avoir des

résultats établis sur la théorie de l'échantillonnage

Il y a deux cas :

On cherche à estimer la

moyenne m d'une variable

aléatoire définie sur une

population.

On cherche à estimer la

proportion d'individus p ayant

tel caractère dans la

population.
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Population

2  

moyenne  inconnue

Ecart-type  inconnu





  connue

 connu

e

e





Ehantillion detaille n
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Population

2  

proportion  inconnuep

  connuep

Ehantillion detaille n
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Estimation d'une moyenne

Estimation ponctuelle

Contexte : on considère une variable aléatoire X sur une population de moyenne 

(ou espérance)    inconnue et d'écart-type    inconnu (ou connu). On suppose que 

l'on a prélevé un échantillon de taille n (tirage avec remise ou assimilé) sur lequel 

on a calculé la moyenne   et l'écart-type     .

 

e
e

 est l'éstimation ponctuelle de la moyenne .  

^

. e =
^

est l'éstimation ponctuelle del'écart-type . e 

^

. 
1

e

n

n
 = 

−
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Le coefficient s'appelle correction de biais. Lorsque la taille n de l'echantillon est assez grand
n-1

 (en pratique n 30), ce coefficient est tres voisin de 1, si bien que, dans ce cas, on peut estim

n

 er .e =

Exemple :

Une université comporte 1500 étudiants. On mesure la taille de 20 d'entre eux. 

La moyenne me et l'écart-type se calculés à partir de cet échantillon sont :

176 6e ecmet cm = =

On peut donc estimer les paramètres de la population :

^^ 20
176 6,16

19
cmet cm = = 
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Remarque :

Nous n'avons fait qu'une estimation, il est bien sûr impossible de retrouver les vraies

caractéristiques et de la population.

L'estimation ponctuelle permet surtout de disposer d'une valeur de référence pour

poursuivre/affiner les calculs.

On souhaiterait notamment pouvoir faire une estimation par intervalle, en contrôlant

le risque pris.

 

Estimation par intervalle de confiance

Le contexte est le meme que le precedent, sauf que nous allons raisonner en deux temps,

 une phase a priori (ou previsionnelle) dans lequelle on suppose que l'echantillon n'est pas

 encore prélevé et une phase a posteriori dans laquelle on suppose connue la moyenne 

 et l'ecart-type  de l'echantillon et donc la moyenne estimee et l'ecart-type estime •

 de la population.

e

e



  
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Nous avons vu, dans la théorie sur l'échantillonnage, que si est la variable aléatoire

correspondant à la moyenne d'un échantillon de taille n pris au hasard, alors le

Théorème Central Limite permet d'affirmer que suit approximativement une

loi normale :

X

X

~ ( ; )X N
n




Nous allons chercher un intervalle qui contient      avec une confiance arbitraire de 

95% (cela pourrait aussi être 99% ou un autre coefficient de confiance). Nous 

cherchons donc un rayon r tel que :



( ) 0,95P X r X r−   + =

PHASE A PRIORI - Mise en place du modèle prévisionnel
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